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~~rste voordracht: 
I (WoensdAg 7 november 1956) 
De verdeling der priemgetallen. 
§1. Dcfinitie der functies, die zullen warden gebruikt. 
In hct volg0nde stelt p steeds een priemgetal voor. 
Hc;t aant:=:,l pricmgetallen ~ x wordt voorgesteld door lT(x). 
AG 1 
Dczc hele cursus zal warden opgebouwd om het bcwijs van de fundam~n-
ti~l•.:: sL:lling, de priemgetc1l-stf:,lling 
Stelling A: lim 
x......:,.u, 
Tf(X) 
X == 1 . 
log x 
Na t1lriJke hulpstellingen zullen wij in staat zijn deze fundamentelc 
stclling (Hadamard, de la Vallcie-Fousric,1896) tc bewijzen. 
arvoor moeten wij 0.1. gc~brutk mol{i2n van d2 volgende arithmetische 
functius: 
e ( X) = L. 
p~x 
log p - log JI< p. 
\V(x) = ~ log p 
l P ~x 
(rn gs;hcel) 
Onder invoering van h8t symbool v8n Dirichlet: 
A ( n) = log p 
A (n) = o 
m ( n;:::p ) 
( nf pm) 
kunnen wij inplaats van (2) schrijven: 
Voorb0e;lc1: 
t (x) =r= _A(n). 
n ~ X 
.!\.(2) =A(4) = /1(8) = 
il.(3) = A (9) 
A (5) 
A (7) 
== 
log 
log 
log 
lo~~ 
2 
3 
5 
7 
'f(10)= C J\_(n) = 3 log 2 + 2 log 3 + log 5 + log 7. 
n ~ 10 
( '1 ) 
( 2) 
( 3) 
41s pm de hoogstc macht v~n pi□ tx, dan komt. log pin ~(x) m maal 
m l 
voor. p is de hoogste macht van p, die deelbaar is op enig gctal ,x. 
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H:1.c rui t volgt: 
t(x) = log u(x), 
V; D Cl r 1 n U ( x ) t klcinstc gGrth:nc vee1voud is vsn E!llE; gutallen ~ x. 
x; (m+1) lo;,; p > log x. 
Dus: 
f (x) 
Hct ord:..:: r::,yi,1bool v·:: n Lr: no,, u:; t,e:ntvcn r::; :J ndc re 
f(x) is cen willckcurig8 functie van x, 
f(~) is een positieve functic v1n x. 
symbo1cn. 
·1) f(x) = 0( lf(x)) bctcku:t: Jr(x)j < I, !.f(x), 1:nnrin A orwfl--iDnkc-
lijk is vnn x voor 1llc wnard~n v~n x 1 die in hct spGl zijn. 
Voo c:ld: 10x = o(x); fJJ.n x (1); x = o(x 2 ) voor X-H:,o. 
Men zq;t~ f(x) iu van ch .. orcJe:; lf(x). 
b) f(x) == o((k)(x)) bctc!.c,:; t cht ft~~ -+0. 
- • I 2 . 1f' /, 
\!oorb,.·c1c1: X=-o(x ), rnn z~ "~o(x.); voor x -➔(/,), 
M,.:n ~~c,c;t d8n: f(x) is v-· 1n c1c: nu1-opclc vc,n Lf (x) • 
.. ) f' ( ,- )- ' ID ( '< ) 'o ·· t· '-· l{c, 11 +· c·'1 "' 1'- f ( X ) ....---'I 1 ;_; A • V T '" '-· ·'" '--. l, ' , ~ .. • 
Voorbe:eld: x+"1 ,-...,1 x voor ;,c --'? V-l. 
rJin x N x, x+1 rJ -1 VOO!' x ----'P 0. 
voor x ....--.u::,, 
Bev.ii ,j s: a rd ig n1ct -p ~ ½ 'P:E;X,---. 
Du:o: 8 e . :J,.. ~n 1. i_y(x)= 0(x)+-::; (x2 ) + (x-') + ••• = L_Q (x m). 
1. 
Xi'l'1 ,(2 
U1t dcfinit1cc. vo t: 
8(x)<x 1 x voor c1 u ::3 f or t lo r 1 
l.- ·/ 6(xm)< xni l 1 i{ voor n1 ~·2,, 
Dus: 
omdat het aantal tcrmen in de reeks is [~§~ ~] = O(log x). 
.Stell:lng 2: De functj_es 8 (x) en t (x) z:1-jn beide O(x) voor x ~V'J. 
W~J mocten dus bewijzen, d1t er positieve getBllen A1 ,B1 ,A 2 en B2 zijn, 
ZOCl'-l t 
c, v ,H(v)<·'· v, l·i '1 r,. <., ..,7 ✓-... d. 2 /',. :; ( X ~2), 
In verb□ nd mPt ~tcllin5 1 L~ he voldoende om te bewijzen: 
0(x) < fr 
WLj zullc~ j_ets n uwkeur er brwijzcn: 
Ste:: ll 1ng 3: G(n) (2n 1 2 vnor 1llc waarden van n ~1. 
2'''..l-.1) I M "" Li' • 
m~ m+1 ! 
"" (2i +1) (2m)----(;-:i+2) 
' 1 ! j_s gehcel 
Voor m+1 <p~2m+1 J .. s p ch::el':i-:·,:r op de teller, :-,mar niet op c1e noe;mer 
v·in M. Dus: 
p 
n+1 < p .:%- 2r:1+1 
in deelb~1r op M. 
0 (2n+1 )- 8 (m+✓l) p ~ 1 o g M -( 2m 1 o g 2 • 
van stelling J 1s trivigal voor n=1 en n=2. 
de stellin juist is voor n ~n -1. 
0 
Voor· n C'ven 
0 ts 8(n 0 ) =8(n 0 -1) <.2(n 0 -1)lo§:~ 2 <2n 0 log 2. 
Voor n oncven =2rn+1 is 
CJ 
Dus 3 t e 111 n g 3 J_ s 
w o ::1 en v ;J n n • 
voor n==n , 
0 
Hiermede is dus bewezen: 
2+2(n+1) log 2 
2, omd.-::t m+1 <n • 
0 
dus biJ 1nductie voor alle gehele 
Jnct~ [\.f"\ = 2 J .. o;;::. 2. c.. ,_ 
Om nu te bc-vi:1.,jzen: 1..)1 (x) > B,,,x merlccn vn,J op, cJ.,1t de setCillenrij 
• I 
.,.,I 0 C· , ,, C' t l D j -r , ·] .. , l, . , r ' , '-- , . • . • n J u .L ,_, -:-- p - 1; o ,_11_ c n .._, , .. \ r: p 
juist [;~ p'' -vo,oden " 
'"n l ·:, 
'J.; u is t l n J 'r Oi..' de r: 11 c: t c . -, . .., l t- - \ ~ .., J 
P_:;J 
Stelling ~-: 
Stel nu 
( 2n 1 ! I\J == - Ln --
( n ! ) C 
Iedere term l2nl Y<, lt.L p 
II 
Y",'1 
Dczr.: terl"l Ji., verck,r oo!( =0 voor p'" > 2n. 
'--"""> 
L 
rn= 1 
Ook r ')n ) 1 n +1 n +2 ::Ls 11== ~ L .) h -· -,1-
--· 2 (n:)'::. 
4' ( 2n) ~- 1 N ~ n 1 ·2. 
I 
Voor x ~2 stellf;n wij (;] :=n ~ 1 clus 
t ( x ) ~ '-Y ( 2n ) ~ n 1 2>✓,ir: log 2 
1 log •) 
-- 4 c:.. 
J..s onev<:;n 
II even. 
Met bchulp v1n stelling 1 ziet men nu ~emakkelijk: 
m. e·, +- 'c,c-,p-.0.- :1 ld e c or.1 '"',. t:_,_1 ·t·1 t e·n ,·, · E, ;:, u C~ l -~ _, - J--·1_ ,~1 ! }--~ 2 , -' 1 J _t_) 2 • 
Door verscherping vJn deze beschouwingen waren reeds Tschebycheff en 
c1nderen C:: 1850) f.'r :Ln voor de bovengrenzen A0 en B0 getallen-
c:. L.. 
waarden te vlndenJ die slechts weinig groter dBn 1 waren, en evenzo 
voor A1 en B1 getsllenwoarden, die slechts we1nig kleiner waren dan 1. 
Het wns echter eerst aan een lgtere gener~tie (Had2mard, de la Vall~e-
Poussin 1896) om streng te bewijzen: 
1 im 
X--¾ .__,,.., 
::::: lim 
Het bewijs van deze uitkomst vereist cchter vcel meer. 
tlvorens daortoe over te gaan, nag een kleinigheidje: 
Stelling 5: Voor n )1 is er tenminste 66n priemgetal p, zodat 
n <. p < 2n 
o l:i P,.., het 
lJ , 1 <2D voo·c· ~,1° w22rden van~. r', '·r . ---'-- .. ·c, - ✓ de , , . 
r pr1~mgetal voorGtelt. 
" 
( 'Ir •;;- -,: '·' t·, ·1 l ·'i l"1 •:' 1, •. \1;_·_·.· 1·.•r.'1 
....... ~-- '-'~-~ i:J ...,I --- ·- _, __ • b 1··1°'[" 11·'1+-->"e·•·.•1Jr•Jlr")" ·1oor B··1-.fr0 ~1·1d) :,, .. C.1 J •4•G-vc")-';·_)(" I (''1...C;J.J 1-,_,, t..;' G ,.I ('.:[ ~ • 
Voor'oprn;,rl: 1.ng;: D::..z:: 2 u.i .. b1pr=ikcn v:.:rn di?; :JtE:-l11ng ZJ.jn duic.lelijk (:;qui-
7::: 1r::r; t. 
bc;3t,.1 :1 t JW.::t r, < p <:f 2n. 
L:1 :1 t y:, , :: e n p r 1 :::: n c t o r ,~ J .. J n v :1 n 
])t1D: 
'l 
( ~~n ) ; -1T -
- (n!)2 ·-
(,/\ 
~ 
--- L-
:nc-: 1 
;:.n <( p ~ n t 3 , j 
1,., TT ···n n 'J 
p ~2n ' ' 
~
-~J_.nl _2 [·-.n_l \ 
\ r/1J 1/'1 I} 
d ' . 3/ 
f ·:::c < 3P, c1us D 2>~ 112 __ 4 >2 n.n n. 
' Q 9 
= [ 2_n] -2 'l~-]J = 2-kp p p .L n st r J. J c1 mot ( 1 ) . 
p -~ J n v oor ,, H:c pr I c:mf": tor V-'111 N. 
~ 
L.,_ lor::; 
p¼N 
p~c 
2 
r,~J n 
l 
/\ 1 •::; VE: nr o lgen :, 
1 
[ 1og 2nJ lof; p 
Jr >. '") ·j ,, 
•'-1) ;;..,-' c... • ..... 1:) 
,--
,<._ \l•'.)r, 1 p -...; V L.. • • ( 2n) . 
n ~ 2. log p + 2_ __ k 10 1T p 
·'·p ,_, 
k ==1 k >-. 2 p pr 
re n cJ e; r z t j cl :,1 : 
N is de max1mumterm v1n de ontwi 
dus: 
22n=2-1-(2111) + (2n)· __ (;~n ) «:. 211 N 2 I- '2n-1 --. ·' 
log 2 (st.3). 
p +V2n.loi:; 2n 
-
~J.O;" ,, ' , lr,11 1 0 ·, 0r 
. (.-~ C. I V c.. It ..... t:) L..J .. 
( 1) 
o:f: 
duo: 
2n log 2 ~ log 2n + log N ~ ~ n log 2 + ( V2nt"\) log 2n 
2n 1og 2 ~3 ( 1 + \/211) log 2n 
1 o /3 ( 5 ~ 2 ) - - , n , ) " 0 ·, - 1 o ( 1 + x ) 
- x ,,. ,., , d ... ,::, <-L.-2 
10 log 2 
dus 210 ('1+x)log 2 ~3(1+2 5 ('1+x)) .10(1+x)log 2. 
2'10(1+x) ~30(1+x)(---1+25(1+x)) 
25x £30(1+x) .2-:)(1+2-~>--Sx). 
<(1-2-5 )(1+2- 5 )(1+-x). <.1+x 
-5~:c 
c'. > '1+[:">X log 2 > ·1+x. 
Voor n ~ ~:-,,I 2 vo t uit de i:':1-J cl 1ar p1° t::illcn 
·p / "·1-, 1"+1 'c. 'r• 
.Ii n rT ·.• , j c, _lt: 
Stelling 6: ,:.:,. -<lf(x) 1 X (A1 En A2 zijn bindige getallen) 
lo;; ;( 
Bl:1\Ji,1 ::3: 
E1 ( x) ~ == L-
l) :f ·x 
lo:, p ~log x L,. 
p ~x 
1 = TT( x) 1 og x. 
1T(x) , B(x) , 
X ~ X >1-l.'1 
log x 
~nd0rzijds ts voor 
1 
O < 6 <"1 
p ~(-1-&)lng 
Wij kunnf:n nog r:1.eer> bewi,j zen, n .1. 
Stelling 7! 
lJ.m 
11 ~ V) 
lT(x) log x 
e (x) 
_ l -... TT( X ) 1 og X 
-n ~•~ ~ (xJ = 1. 
Bewijs: Het is alleen nodig de eerste bewering: 
1 . , lT( x) 1 og x -1 lrt, --'----'---=-- ::::: I 
D -jl v--, 0 ( X ) 
te bewijzen. (st.1). 
Uit bewijs stelling 6 volgt: 
,1 / Tl.. ( X) 1 og X 
-'.:::- e(x) 
"V" 1-51 " . ,1 <_ ,. . Og, A + I 
..._ 8(x) 1-5 
Wij lzj_c,zHn bi,j gc ven t > 0 E::(::r: get'J 1 5 = 5 ( c) met 
'1 . 1-6-<1+;. 
Vervolgcms x ==X (5,c.) = x r,E.) net 0 0 0 
1-S 
X log X .t.. 
8 ( X) 
1 {., !T(x)log x 
--..; 
f} ( X) 
< i VOOl"' X > x 0 , 
< '1 + c voor x > x 0 w.t.b,w. 
Stelling 8: Het n2 f_Jriemget8l p voldoet aan 
. - n 
log n (B1 en B2 zijn cindige getallen) 
BcwiJs: 
n log n 
'n > n log n Pn > __ A_2__ A2 
1\ /] 1) 
..,.,-( ) ,, • I 11 
n = i, Pn .,,. l o;;~ P 
-- n 
~ 3. En ige :·1 lge1:1enc t r::m sf orr:1:J t 1e f ormule s. 
Stelling 9: , (' l_.;1J...,2jdl•<l'o»• is een rij gctallen, □et 
f(t) is een functie van t. 
irrn geldt: 
C:::- cnf(n) == L. C(n) ~ f(n)-f(n+1)l + c(x)f ([xJ) 
n ~ x n~x-1 L J 
\ls bovcndien cj=O voor j <n1 en als f(t) continu differentieerbaar 
'l. :3 voor t >,:,n1 , don is x ~ c f ( n ) = C ( X ) f ( x ) -J C ( t ) f'( t ) d t . 
n 
11 ;$X n'1 
__ i ____ j s: N== (x1 . 
1
~ ,-x "nf(n) = C(1)f(1)+ {c(2)-C(1)} f(2)+ ... +f C(N)-C(N-1)j f(N) 
= c ( 1 ) { r ( 1 ) - r ( 2 ) J + • • • +c ( N ~-1 ) l r ( N - 1 ) - r ( N ) J +c ( N ) r ( N ) 
\'001:-> n ~ t < n+1 1s C ( t )=C ( n) dus 
C(n) { f(n)-f(n+,,.l)J 
_ ( n+-1 
-- -- I c(t) r 1 (t)cH. 
J n 
11:3 c(t)=O voor t < n 1 e is hiermedu de 2 formule bewezen. 
ls toepass1ng bGwijzen we: 
S t ,.; l 11 n g 1 O : 1~ = loc; x + c + o(~), 
'/J ,:l :J l") j_ n C een constcmt tn l is (ck 
Bcwijs : Stel C- 11 ==1, f(t)= 1 dut3 -,-
' 
-c:; 
, e Volg(;ns oc 2 formule uit r3telling 
~ 1 [x] 'J X [t] dt 
L- D- X T'1 ~t. '• 11 ~ X 
_ [x] - x + 1 _ t -- [ tl Jx 
X ,_2 
== log X + 
1 l, 
C +- E ,. 
t- Ct] 
t2 
const;:rnte V,9 fl Euler) . 
C(x) ::;;: [x1 . 
9 is: 
} , V) 
" 1 j t- [~} d x- [x] atJ + ~ ~t - X -
X i., 
JV\ t- [t] C == 1- -~,_;_ dt = 
t 2 
const~:1nt. 
·1 
=J v, E: -
X 
~ 4. Belangrijke sommatiefor~mules. 
Stelling 11 (hulpstelling). 
fzx 1 ogh ( ~ ) = 0 ( x) . ( h > 0) • 
.... 
n 
Bcwijs: J log h(i) dt ~log h(~) 
n-1 
dus JV"\ h du < x lo~ u du "" Ax. 
1 u 
Spcci:::,Dl geval: 
h=1 /. log n = [x] log x + o(x) = x log x + o(x). 
11 ~ X 
w~~~ns stell1ng 4 is 
w.t.b.w. 
n .:::X 
~ log n = 2._ 
P ~x 
l \~:]log p = ~ f4ril1og p:r: L L~J /1 (n} 
m ~ 1 l p p ~ x L p lj n ~ x 
~ ~x ~ A ( n) + s H~J -~] i\_ ( n) 
De restterm s g~J -~} A ( n) is in absolute waarde 
< C A(n) = t(x) = o(x) 
D ~ X 
m.s.w. L ~ .A (n) = L. log n + o(x) = x log x + o(x) 
n 
n~x n~x 
Hi~rmede 1s bewezen: 
Stelling 12: L 
n ~x 
A(n) = log x + 0(1), 
n 
en hieruit volgt weer: 
~ lo~ P ( ) Stelling 13: L- 0 • = log x + 0 1 . p 
Bewijs: 
/.ls Hl 
p ,x 
C 
n !:: X 
A(n) _ C log P = C 
n p~x P m~2 
de" 2e f ul . orm e vc.1n stelling 9 wordt gesteld: 
en =A(n), dus C(x) = t(x) f(t) 1 = t ; 
dan levEil"t deze: 
~ A(n) = 
n 
n~x 
Uit ste1ling 2 en Stelling 12 volgt dan: 
f ¥at = log X + 0(1). 2 t 
TJjt de laatste uitkomst kan gemakkelijk warden afgeleid: 
Ste 11 in c::,-.r 14 : 1 it'1 '--~ ( x) _.c.. 1 : Tim f ( X ) " 
e X , lm X ~I. 
Be:wlJs: 
clus 
Al8 lim yJ(x) = 1 + $ met o > 0, dan is voor 
X 
t (x) > (1+ f )x 
Jx lx x d ...:±'..pl dt > o ~ dt +J 1\'2° dt > (1+ f)log x - A, 
2 2 t X 
0 
X 
in t8gC;nspra8k metJ 
2 
~ dt = log x + 0(1). 
t 
Op analoge wijze komt men tot een tegenspraak, als men veronderstelt 
1 im '-\J ( X ) = 1- 0 . 
X 
Utt de:ze stelling en stelling 7 volgt nu onmiddellijk de belangrijke 
u :L tlrnns t: 
,Stelling 15: 
m,ti.w.: als 
1 Zi,Jn, 
lim 7f£x) ~1; 
log x 
1T(x) ;) 1, 
X 
log x 
lim ,r( X) 
x ➔ v:, X 
bestaat, dan kan deze limiet niet '.'lnders dsn 
log x 
Inderdaad bestaat deze limiet (Stelling A), maar hierin schuilt juist 
de grootote moeilijkheid, di(i wij alleen op 11 elementaire" wijze (dus 
zonder complexe functietheorie) kunnen overwinnen na het bewijs van 
cnige zeer gecompliceerde hulpstellingen. 
